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УДК 51:53 

Р. В. Чириков, А. А. Юрова  

ПАРА ЛАКСА ДЛЯ  (1 + 3) НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 

Отмечается, что интегральные системы с четырьмя независимы-
ми переменными  имеют особое значение в прикладной математике и 
физике. Открытие метода обратной задачи рассеивания сыграло  важ-
ную роль в пересмотре и переоценке места, которое занимают системы 
интегрируемых нелинейных уравнений в частных производных в мате-
матических науках. Поиск систематического подхода к построению 
точных решений таких систем  стал  одной из основных задач теории 
интегрируемых систем. 

Integral systems with four independent variables have special signifi-
cance in mathematics and physics. The discovery of inverse scattering method 
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played an important role in reconsidering the place of integrable systems of 
nonlinear partial differential equations in mathematical sciences. The search 
for a systematic approach to developing exact solutions of such systems has 
become one of the main problems in the theory of integrable systems. 

Ключевые слова: пара Лакса, (1 + 3) нелинейное дифференциальное урав-
нение в частных производных, точные решения, полная интегрируемость. 

Key words: Lax pair, (1 + 3) nonlinear partial differential equation, exact so-
lution, integrable equation. 

Значительная часть из известных нелинейных дифференциальных 
уравнений в частных производных, обладающих свойством полной ин-
тегрируемости, одномерна. При переходе к уравнениям с более высо-
кой размерностью пространства, существующая математическая тео-
рия наталкивается на ряд фундаментальных алгебраических и геомет-
рических преград.  

В современной теории применяются различные способы построе-
ния точных решений систем нелинейных дифференциальных уравне-
ний в частных производных, например:  метод одевания [1; 3; 6; 8; 10], 
преобразования Дарбу, метод обратной задачи рассеивания и другие 
[5; 11; 12]. 

Интегрируемость таких уравнений сильно зависит от наличия у 
них пары Лакса. [L, A]-пара имеет определяющее значение при исполь-
зовании метода обратной задачи рассеивания для решения солитонных 
уравнений. Но само существование пары Лакса в общем случае не яв-
ляется гарантом того, что соответствующее уравнение в частных произ-
водных будет обладать свойством интегрируемости. Однако ее наличие 
дает возможность построить нетривиальные точные решения исходно-
го уравнения.  

Для любого d ≥ 1 и произвольного эволюционного нелинейного 
скалярного уравнения 

][uFut  , 

где ][uF  — алгебраическое выражение, содержащее u  и ее пространст-
венные производные, существует пара [L, A].  

В данной работе мы не будем рассматривать случаи при d = 1 и d = 2, а 
сосредоточимся на трехмерной задаче. Мы выбираем [L, A]-пару в виде: 
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где ; ; ( 1..4)i i iA B C i   — произвольные константы и ( , , , ),U U x y z t

( , , , )x y z t   . Индекс вида k x означает k-кратное дифференцирова-
ние по x. 
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Проверим условие совместности для данной пары:  

 xyzttxyz )(=)(  ,  (*) 

которую также можно записать в виде:  

 xyzttU )(=)(  .   (**) 

Подставив (1) в (*)—(**) и продифференцировав соответствующие 
функции, получим уравнение совместности, в котором, приравняв ко-
эффициенты при соответствующих  , получим систему уравнений:  
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Интерес представляют прежде всего коэффициенты при 4 4, ,x y   

4 4 4 4, , ,z xy x y x z    ,  которые удовлетворяют условиям:  

 4, 3, 4, 3, 4, 3,

4, 3, 4, 3, 4, 3,

= 0 = 0 = 0

5 = 0 5 = 0 5 = 0.

xz z yz z yz y

xyz yz x xyz xz y xyz yz z

A A B B C C

A A U B B U C C U

  

     
 

Не теряя общности, положим константы интегрирования равными 
нулю. Откуда можно сделать вывод о том, что 3 4,= ,xA A  3 4,= ,yB B  

3 4,= zC C . Из этого следует: = 0, = 0, = 0x y zU U U , — в сущности означаю-

щее, что constU = . То есть система уравнений (1) не представляет цен-
ности для решения нашей основной задачи. 

Следует внести измения в условия, добавив в пару [L, A] (1) необхо-
димые слагаемые. Как было сказано выше, соответствующие слагаемые 
надо добавить при zxyxxyxzyx 4444444 ,,,,,,  . Подходящими яв-

ляются производные пятого порядка, то есть функции zyyxxy 444 ,,   с 

соответствующими им коэффициентами 555 ,, CBA . 

Тогда  пара [L, A] (1) принимает вид : 
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Вычислив условие совместности в данном случае и выписав коэф-
фициенты при соответствующих  , получим систему уравнений, ре-
шение которой имеет вид:  
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Подставляя полученные значения коэффициентов и упрощая вы-
ражение, получим:  
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Однако в данной постановке задачи уравнение не обладает сим-
метричностью. Добавим три производных пятого порядка с коэффици-
ентами 666 ,, CBA . Получим: 
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После проверки условия совместности получим следующую систе-
му уравнений:  
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1, 1, 5 3 5, 2 5 3 5, 2

1, 1, 6 3 6, 2 6 3 6, 2

4 3 4 3 = 0;

4 3 4 3 = 0;

xy yz y y y x x x

yz xz z z z x x x

A C BU B U AU A U

B A C U C U AU A U

    

    

1, 1, 5 3 5, 2 6 3 6, 24 3 4 3 = 0;xy xz z z z y y yB C C U C U BU B U      

6, 6, 6, 6, 6, 6,, = 0; , = 0; , = 0;y xy x xy y yzA A B B C C  

5, 5, 4, 5, 5, 4, 5, 5, 4,, , = 0; , , = 0; , , = 0;z xz yz z yz xz x xz xyA A A B B B C C C  

4, 5, 4, 5, 4, 5,= 0; = 0; = 0;z yz z xz x xyA A B B C C    

6, 4, 6, 4, 6, 4,= 0; = 0; = 0;yz y xz x xy yA A B B C C    

3, 4, 5, 3, 4, 5, 3, 4, 5,= 0; = 0; = 0;z xz xyz z yz xyz x xz xyzA A A B B B C C C       

3, 4, 6, 3, 4, 6, 3, 4, 6,= 0; = 0; = 0y xy xyz x xy xyz y yz xyzA A A B B B C C C      . 

Легко увидеть, что:  

4 5, 4 5, 4 5, 4 6, 4 6, 4 6,= ; = ; = ; = ; = ; = .y x y z z xA A B B C C A A B B C C       

Однако для дальнейшего упрощения очевидных способов нет. Воз-
можно выразить коэффициенты 653 ,, AAA . Но, поскольку коэффици-
енты 21 , AA  присутствуют в системе уравнений только в их производ-
ных, очевидных способов их выразить не найдено. Таким образом, гово-
рить о каком-либо упрощении уравнений при   не приходится.  

Заключение 

Задачу полной интегрируемости систем дифференциальных урав-
нений в частных производных можно назвать одной из ключевых про-
блем математической физики. Но отсутствие общепринятого опреде-
ления интегрируемости становится серьезным препятствием на пути ее 
решения. Множество определений и подходов, предложенных за по-
следние полвека, имеют свои преимущества и недостатки, но ни одно 
из них не смогло выйти за узкие рамки и охватить сущность интегри-
руемости. Стоит упомянуть, что, несмотря на различия, общая идея 
объединения подходов существует, и выражается она в качестве требо-
вания наличия пары Лакса.  

В данной статье были предприняты попытки поиска общего вида 
пары Лакса, приводящие к интегрируемым (3+1)-мерным нелинейным 
дифференциальным уравнениям в частных производных. Пока слож-
ность получающихся уравнений не позволяет использовать их для точ-
ного моделирования физических процессов, но нам представляется це-
лесообразным продолжить работу в данном направлении. 
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